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Глава 1

События и их вероятности 

Теория вероятностей служит основой для анализа тех явлений окружающего мира, которым свойственна ``изменчивость'', и проявление которых не определяется однозначно условиями проводимых наблюдений. Вопрос о применимости вероятностных и статистических методов является непростым, и, во всяком случае, его целесообразно рассматривать после того, как участники обсуждения познакомятся с основными подходами и результатами данной науки. Пока же заметим лишь, что главным обстоятельством, которое определяет границы применимости теории вероятностей, является наличие у изучаемых явлений свойства ``статистической устойчивости''. Мы коснемся этой проблемы в конце второй главы. 

Теория вероятностей -- это математическая наука. Отправной точкой всех построений является универсальный формализм вероятностного пространства. Мы начнем его обсуждение с простейшей ситуации. Тем не менее, уже здесь появятся все главные ``персонажи'' нашего курса: случайные события, вероятность, независимость, случайные величины. 

1.1 Конечное вероятностное пространство 

В истоках любых математических построений лежат понятия множества и отображения (функции). Мы начнем с изложения формальной схемы, постепенно устанавливая на примерах необходимые параллели со случайными явлениями реального мира. 

Рассмотрим произвольное конечное множество 
 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img2.gif" \* MERGEFORMATINET 


, которое впредь будем называть множеством элементарных исходов, а его элементы -- элементарными исходами. 

Пусть задана функция [image: image2.png]P:2-10,1]



. То есть, каждому элементарному исходу [image: image3.png]


поставлено в соответствие число [image: image4.png]Pw)



из отрезка [image: image5.png][0,1]



. 

Будем предполагать, что 

	[image: image6.png]K
S Pw =Y Pw)=1.
=3 =




	(1)



Функцию [image: image7.png]


, удовлетворяющую этим свойствам, назовем вероятностью на [image: image8.png]


. 

Определение 1.1   

Пару [image: image9.png](2,P)



, составленную из множества [image: image10.png]


 и функции  [image: image11.png]


, удовлетворяющих перечисленным выше требованиям, мы назовем конечным вероятностным пространством. 

В дальнейшем, через [image: image12.png]1ol



мы обозначаем число элементов в множестве [image: image13.png]


. 

Пример 1.1   Производится бросание двух игральных костей. Элементарным исходом служит упорядоченная пара чисел [image: image14.png]w = (i,4)



, где [image: image15.png]


-- число очков на первой кости, [image: image16.png]


-- число очков на второй кости. Множество элементарных исходов можно задать перечислением: 

	[image: image17.png]



	[image: image18.png]



	[image: image19.png]{11, 1,2), -, (1,6),(2,1),(2,2); -+, (2,6), -




	 

	 
	 
	[image: image20.png](6,1),(6,2),- -, (6,6)}-




	 



Очевидно, что [image: image21.png]19| =36



. Вероятность можно задать следующим образом: 

[image: image22.png]Vo P)=





Такой выбор функции  [image: image23.png]


естественен, если предположить, что кости изготовлены из однородного материала и имеют правильную форму. Это пример вероятностного пространства с равновероятными элементарными исходами. 

Пример 1.2   Схема испытаний Бернулли. В качестве пространства элементарных исходов возьмем множество 

	[image: image24.png]Q={w=(6,





	(2)



Число элементов в этом множестве: [image: image25.png]19 =27



. Зададим теперь вероятность на [image: image26.png]


. Зафиксируем некоторое [image: image27.png]


. Положим 

	[image: image28.png]P =P(@,- 8 = [0 - = - E
&




	(3)



Заметим, что при [image: image29.png]


, элементарные исходы в последовательности испытаний Бернулли не являются равновероятными. 

Схема испытаний Бернулли является важной в теоретическом и прикладном плане вероятностной моделью. Эта модель интерпретируется следующим образом: последовательно проводится серия из [image: image30.png]


однородных отдельных испытаний, каждое из которых может завершиться лишь одним из двух вариантов [image: image31.png]


 и [image: image32.png]


. Таким образом, элементарный исход  [image: image33.png]


представляет собой ``протокол'' проведенной серии из [image: image34.png]


 испытаний. Согласно установившейся традиции, если [image: image35.png]


, то говорят, что [image: image36.png]


-е испытание завершилось ``успехом''; если [image: image37.png]


, то говорят, что [image: image38.png]


-е испытание завершилось ``неуспехом''. 

Схема Бернулли широко применяется в различных задачах, и мы неоднократно будем к ней возвращаться в дальнейшем. 

Упражнение 1.1   Для вероятностей, определенных формулой (3), проверить выполнение условия: [image: image39.png]> P =1
=y



.

1.2 Понятие события 

Определение 1.2   Произвольные подмножества [image: image40.png]Acq



множества элементарных исходов называются событиями. 

Прежде всего заметим, что пустое множество [image: image41.png]


и все множество [image: image42.png]


являются событиями. [image: image43.png]


называется пустым событием, [image: image44.png]


называется достоверным событием. 

Определение 1.3   Вероятностью события [image: image45.png]


называется число 

[image: image46.png]P) = Y P().

weA




Пример 1.3   Бросание двух игральных костей. Рассмотрим события: 

[image: image47.png]A={(15),(2,4),3,3),(4,2),5,)} B =A4U{(66)}.




Словами эти события можно описать следующим образом: 
	[image: image48.png]



	[image: image49.png]



	[image: image50.png]


суммарное число очков равно [image: image51.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img42.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image52.png]


,

	[image: image53.png]



	[image: image54.png]



	[image: image55.png]


суммарное число очков делится на [image: image56.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img42.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image57.png]


.


Легко видеть, что [image: image58.png]P(4) =



, [image: image59.png]P(B) =}



. 

Пример 1.4   

Рассмотрим вероятностное пространство [image: image60.png](2,P)



из Примера 1.2 и введем множества 

	[image: image61.png]



	(4)



Ясно, что [image: image62.png]


есть собственное подмножество множества [image: image63.png]


, определенного формулой (2), и, следовательно, [image: image64.png]


есть событие. Очевидно, что его можно описать словами следующим образом: 

[image: image65.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img14.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image66.png]


-е испытание закончилось ``успехом'' [image: image67.png]


.

Упражнение 1.2   Показать, что для любого события [image: image68.png]


 вероятность [image: image69.png]P(4:) =p



. 

Таким образом, смысл параметра [image: image70.png]


 в определении схемы испытаний Бернулли очень прост: это вероятность ``успеха'' в отдельном единичном испытании. 

1.3 Язык теории вероятностей 

Для того, чтобы любая проблема, относящаяся к миру естествознания или человеческой практике, могла изучаться математическими методами, вначале ее необходимо формализовать или, как принято говорить, построить ее математическую модель. Для нас на данном этапе эта задача сводится к выбору вероятностного пространства. Замечательно то, что, изучая строгие математические модели, мы, тем не менее, не отказываем себе в удовольствии ``подключать'' нашу жизненную интуицию и ``здравый смысл''. Этому способствует так называемый язык теории вероятностей, перекидывающий мостик между теоретико-множественными конструкциями и привычной обиходной лексикой. 

При построении вероятностных пространств, соответствующих реальным практическим задачам, полезно держать в голове следующую схему. Имеется некоторый ``виртуальный'' (то есть, воображаемый) эксперимент, возможные исходы которого -- [image: image71.png]wi, -




. Эксперимент завершается только одним исходом [image: image72.png]


, который заранее нельзя предугадать в точности. 

Зафиксируем некоторое подмножество [image: image73.png]


. Если исход эксперимента [image: image74.png]


принадлежит [image: image75.png]


, то говорят, что произошло событие [image: image76.png]


, если [image: image77.png]


, то говорят, что событие [image: image78.png]


не произошло. 
1.4 Операции над событиями 

Посмотрим теперь, как язык теории вероятностей трактует теоретико-множественные операции. 

Если [image: image79.png]


-- событие, то его теоретико-множественное дополнение 

[image: image80.png]



тоже есть событие. [image: image81.png]


называется отрицанием события [image: image82.png]


. Событие [image: image83.png]


происходит тогда и только тогда, когда не происходит событие [image: image84.png]


. 

	[image: image85.png]




	Рис. Операции над событиями: отрицание, объединение, пересечение и разность


Если [image: image86.png]


и [image: image87.png]


-- события ( [image: image88.png]A,BCQ



), то [image: image89.png]


, [image: image90.png]


и [image: image91.png]A\B



-- также события, которые можно описать следующим образом: 

	[image: image92.png]



	[image: image93.png]



	[image: image94.png]


произошло хотя бы одно из событий [image: image95.png]


или [image: image96.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img42.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image97.png]


,

	[image: image98.png]



	[image: image99.png]



	[image: image100.png]


одновременно происходят события [image: image101.png]


и [image: image102.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img42.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image103.png]


,

	[image: image104.png]A\B




	[image: image105.png]



	[image: image106.png]


произошло событие [image: image107.png]


, но не произошло [image: image108.png]
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.


Если [image: image110.png]ANnB




, то говорят, что [image: image111.png]


и [image: image112.png]


несовместны (не могут произойти одновременно). 

Принято писать [image: image113.png]


вместо [image: image114.png]


. Если [image: image115.png]


, то пишут [image: image116.png]A+B



вместо [image: image117.png]


. 

Упражнение 1.3   Обратимся снова к последовательности испытаний Бернулли. Пусть события [image: image118.png]


определены формулой (4). Проверить, что для произвольного набора индексов [image: image119.png]{1, dkb C {1, m}




[image: image120.png]



Указание: начать с простых случаев [image: image121.png]


. 

1.5 Простейшие свойства вероятностей 

В данном параграфе мы покажем, какие свойства вероятности [image: image122.png]


имеют место по отношению к только что введенным операциям над событиями. 

Предложение 1.1   Пусть [image: image123.png]


и [image: image124.png]


-- некоторые события, т.е., [image: image125.png]A,BCQ



. Имеют место следующие свойства. 

1. [image: image126.png]0<PA)<1



, [image: image127.png]P(@) =0



, [image: image128.png]P@) =1



. 

2. Если [image: image129.png]


, то 

[image: image130.png]P(A+ B) =P(AUB) = P(4) + P(B).




3. В общем случае (если не предполагать, что [image: image131.png]


) 

[image: image132.png]P(AU B) = P(4) + P(B) - P(AB).




Доказательство. 

1. [image: image133.png]Vw P(w)>0





 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img75.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image134.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img76.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image135.png]PU)= ¥ P20



. 

[image: image136.png]Z PW) < Y PW) =1.

wea




2. В случае, когда [image: image137.png]


, 

[image: image138.png]PAUB) = ) PW) =) PW)+ Y Pw)=P(4)+P(B).

weAUB weA weB




3. В общем случае имеет место представление: 

[image: image139.png]AUB = (A\B) + (B\4) + AB.




Следовательно, 

[image: image140.png]PAUB)= Y P+ Y PW+ Y P

weA\B weB\A weAB




Заметим, что [image: image141.png]A=A\B+AB



. Следовательно, по свойству 2 

	[image: image142.png]P(4)




	[image: image143.png]



	[image: image144.png]P(A\B) + P(4B)




	 

	 
	[image: image145.png]



	 
	 

	[image: image146.png]P(A\B)




	[image: image147.png]



	[image: image148.png]



	 



Аналогично, [image: image149.png]P(B\A) = P(B) — P(AB)



. Итак, 

	[image: image150.png]P(AUB)




	[image: image151.png]



	[image: image152.png]P(A\B) +P(B\4) + P(4B) =




	 

	 
	[image: image153.png]



	[image: image154.png](P(4) —P(4B)) + (P(B) — P(4B)) +P(4B) =




	 

	 
	[image: image155.png]



	[image: image156.png]P(4) +P(B) - P(4B).




	 



Предложение 1.2 (Обобщение предыдущего)   Пусть [image: image157.png]


-- события. 

1. Если [image: image158.png]


, то 

[image: image159.png]P(A1+ -+ An) = P(A1) + -+ + P(4y).




2. В общем случае, 

	[image: image160.png]P(A1U---UA4,) =





	 
	[image: image161.png]



	[image: image162.png]ZP(A)— > P4 A5)+

i<




	 

	 
	 
	[image: image163.png]Y Pl Ay =+ ()P )

i1<ia<iy




	 


3. Упражнение 1.4   Доказать это предложение. 

1.6 Классическое определение вероятностей 

Под классическим определением вероятностей подразумевают выбор такого конечного вероятностного пространства, в котором все элементарные исходы равновероятны: 

[image: image164.png]



Покажем, что тогда с необходимостью [image: image165.png]Pw) =



. 

Действительно, пусть [image: image166.png]Pw) =a Yu



. Имеем, 

[image: image167.png]1= Pw=dn| =

wea





Следовательно, вероятность любого события может быть подсчитана по формуле: 

[image: image168.png]P) =

14
[k




которая читается так: вероятность события есть отношение числа благоприятных исходов к общему числу исходов. 

Стоит еще раз обратить внимание на то, что эта формула справедлива только для случая, когда все исходы равновероятны. Так, в Примере 1.1, мы имеем дело с классическим определением вероятностей, а в схеме Бернулли с параметром [image: image169.png]


(см. Пример 1.2) -- нет. 

1.7 Условные вероятности 

Нередко мы сталкиваемся с необходимостью оценить ``шансы'' интересующего нас события [image: image170.png]


в ситуации, когда нам известно о том, что произошло некоторое другое событие [image: image171.png]


. Для этого вводится понятие условной вероятности. 

Пусть [image: image172.png]


и [image: image173.png]


-- два события, причем [image: image174.png]P(B)>0



. 

Определение 1.4   Условной вероятностью события [image: image175.png]


относительно события [image: image176.png]


называется величина 

[image: image177.png]P(4B)
P(AIB) =55




Во многих задачах условные вероятности находятся из контекста проще, чем безусловные. 

Если нам известна условная вероятность [image: image178.png]P(4iB)



, мы можем вычислить вероятность произведения событий [image: image179.png]P(AB)



: 

	[image: image180.png]P(AB) = P(A|B) - P(B).




	(5)



Эта формула носит название формулы произведения и обобщается на случай произвольного числа событий: 

	[image: image181.png]P(A14s--- Ap)




	[image: image182.png]



	[image: image183.png]P(A1ldz --- An)P(A2| Az --- Ar) -




	 

	 
	 
	[image: image184.png]P(An-1|42)P(45)




	(6)



Упражнение 1.5   Доказать формулу произведения (6). 

1.8 Формула полной вероятности и формула Байеса 

Приводимые ниже формулы очень удобны при подсчете условных и безусловных вероятностей. Обе они связаны с понятием разбиения вероятностного пространства. 

Определение 1.5   Набор событий [image: image185.png]


называется разбиением, если [image: image186.png]


при [image: image187.png]


и 

[image: image188.png]



	[image: image189.png]




	Рис. Разбиение


Предложение 1.3 (Формула полной вероятности)   Пусть события [image: image190.png]


образуют разбиение. Тогда 

[image: image191.png]P(A) = P(A|B1) P(B1) + --- + P(4|By) P(By).




Доказательство. Имеет место представление [image: image192.png]


. Следовательно, 

[image: image193.png]P(4) = P(ABy) +--- + P(ABy),





Для завершения доказательства достаточно применить формулу произведения (5).[image: image194.png]


 

Предложение 1.4 (Формула Байеса)   Пусть [image: image195.png]


-- разбиение. Тогда 

[image: image196.png]Pty = PAIBPEL)
3, Peaimp(s)




Упражнение 1.6   Вывести формулу Байеса. 
Указание: воспользоваться определением условной вероятности и применить формулу полной вероятности. 

1.9 Независимость событий 

Без преувеличения можно сказать, что понятие независимости является одним из ключевых в теории вероятностей. Мы начинаем с обсуждения независимости двух событий. 

Определение 1.6   События [image: image197.png]


и [image: image198.png]


называются независимыми, если 

[image: image199.png]P(AB) = P(4) - P(B).




Замечание 1.1   Если [image: image200.png]


и [image: image201.png]


независимы и [image: image202.png]P(B)>0



, то 

[image: image203.png]P(AB) _ P(A)P(B)
PAIR =) = ~F@)

=P(4).




Аналогично, если [image: image204.png]


и [image: image205.png]


независимы (и [image: image206.png]P(4)>0



) 

[image: image207.png]P(B|A) =P(B).




Пример 1.5   Бросание двух игральных костей. 

	[image: image208.png]2 ={(a1,a2): ar,a2 € {1,...,6}}, |2 =36



,

	[image: image209.png]


на первой кости выпала ``6'' [image: image210.png]


,

	[image: image211.png]


на второй кости выпала ``6'' [image: image212.png]


,

	[image: image213.png]A={6,1),6,2),---,(6,6)}, |4 =6,





	[image: image214.png]B ={(1,6),(2,6),--,(6,6)},  |BI=6,





	[image: image215.png]AB ={(6,6)}, |4B|=1



.


[image: image216.png]P) =





Таким образом, справедливо равенство 

[image: image217.png]P(AB) = P(4) - P(B),




и события [image: image218.png]


и [image: image219.png]


-- независимы. 

Упражнение 1.7   Дано: события [image: image220.png]


и [image: image221.png]


независимы. Показать: [image: image222.png]


и [image: image223.png]


-- независимы. Показать, что отсюда будет следовать, что [image: image224.png]


и [image: image225.png]


-- независимы, [image: image226.png]


и [image: image227.png]


-- независимы. 

1.10 Статистическая независимость 

Теперь мы распространим понятие независимости на случай произвольного конечного набора событий [image: image228.png]


. Мы обсудим два способа распространения Определения 1.6, а именно, понятия взаимной независимости и попарной независимости. Начнем с первого из них. 

В литературе употребляются следующие термины-синонимы: 

События [image: image229.png]Ay, Ap.




-- [image: image230.png]



Определение 1.7   События [image: image231.png]Ay, Ap.




называются независимыми, если для всех [image: image232.png]


и для любых [image: image233.png]1<ii<---<ix<n



верно 

[image: image234.png]P(Ais - Ai) = P(4i) --- P(4;





Рассмотрим теперь второе, более слабое определение независимости. 

Определение 1.8   События [image: image235.png]Ay, Ap.




называются попарно независимыми, если [image: image236.png]



[image: image237.png]= P(4)-P(4))-




Замечание 1.2   Понятия независимости и попарной независимости набора событий не являются равносильными, а именно, 

	Независимость
	[image: image238.png]



	попарная независимость

	 
	   [image: image239.png]



	 


Первая импликация вытекает из Определений 1.7 и 1.8. Следующий пример показывает, что события могут быть попарно независимыми, но зависимыми в совокупности.

Пример 1.6   Производится бросание двух костей. Рассмотрим следующие события: 

[image: image240.png]


на первой кости выпало нечетное число очков [image: image241.png]


, 

[image: image242.png]


на второй кости выпало нечетное число очков [image: image243.png]


, 

[image: image244.png]


сумма очков -- нечетна [image: image245.png]


. 

События [image: image246.png]4,B,C



-- попарно независимые. Действительно, 

[image: image247.png]1
P(4) = P(B) = P(C) = % P(AB) = P(BC) = P(AC) = ;.




Но независимости в совокупности нет, так как 

[image: image248.png]



Пример 1.7   Важный пример независимых в совокупности событий возникает в схеме испытаний Бернулли. Как и в Примере 1.4, рассмотрим события 

[image: image249.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img14.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image250.png]


-е испытание закончилось ``успехом'' [image: image251.png]


.

Из Упражнений 1.2 и 1.3 вытекает, что 

[image: image252.png]-P(4;) =p*




для любого поднабора индексов [image: image253.png]{1, dkb C {1, m}



. Следовательно, события [image: image254.png]


независимы в совокупности. Поэтому, впредь мы будем говорить, что схема Бернулли является моделью последовательности независимых испытаний Бернулли.

Глава 2

Дискретные случайные величины и их распределения 

Для дальнейшего нам необходимо ввести понятие дискретного вероятностного пространства. Мы будем называть дискретным вероятностным пространством либо конечное вероятностное пространство, определенное в [image: image255.png]


 1.1, либо счетное вероятностное пространство, которое мы определим ниже. 

2.1 Счетное вероятностное пространство 

Пусть [image: image256.png]


-- счетное множество, то есть, бесконечное множество, элементы которого могут быть занумерованы натуральными числами: 

[image: image257.png]Q= {wr,Wa, -, Wn, -~ wilien,





а функция [image: image258.png]


, зависящая от [image: image259.png]weN



, удовлетворяет следующим условиям: 

1. [image: image260.png]Pw) 20



, 

2. [image: image261.png]¥ PW) = 3 Plw) = 1.
e &




В этом случае говорят, что [image: image262.png](2,P)



-- счетное вероятностное пространство. 

Как и прежде, событиями будем называть любые подмножества множества элементарных исходов [image: image263.png]


: [image: image264.png]Acq



. 

2.2 Дискретные случайные величины 

Определение 2.1   Случайной величиной назовем произвольную функцию на множестве элементарных исходов: 

[image: image265.png]£: Q9R,  (={W).




Множества вида [image: image266.png]{w: (W) =z} cn



являются событиями. Иногда для таких событий мы будем использовать более короткое обозначение: [image: image267.png]e=a¥
1S {w: §w) =2}



. 

Так как [image: image268.png]


-- не более чем счетно, то случайная величина [image: image269.png]


принимает не более чем счетное число значений: 

[image: image270.png]



Определение 2.2   Распределением дискретной случайной величины [image: image271.png]


назовем таблицу: 

	[image: image272.png]



	[image: image273.png]



	[image: image274.png]



	[image: image275.png]



	[image: image276.png]



	[image: image277.png]




	 
	[image: image278.png]2]




	[image: image279.png]



	[image: image280.png]



	[image: image281.png]Pr




	[image: image282.png]





где [image: image283.png]pe =Plw: §w) =z} =P{¢ =2}



. 

Замечание 2.1   Если [image: image284.png]


, то [image: image285.png]E=alnff=n}=0



. Более того, 

[image: image286.png]Utw: €@ =z} =0
Y




Следовательно, [image: image287.png]tp=1



. 

Пример 2.1   Бернуллиевской называют случайную величину, принимающую два значения: [image: image288.png]


Таким образом, ее распределению соответствует следующая таблица. 

	[image: image289.png]



	[image: image290.png]



	[image: image291.png]




	 
	[image: image292.png]



	[image: image293.png]





Пример 2.2   

Случайная величина с биномиальным распределением. На вероятностном пространстве Примера 1.2 определим функцию  [image: image294.png]vy = vy (W)



, принимающую на элементарном исходе [image: image295.png]


следующее значение: 

[image: image296.png]va(w) = ia‘-.

=1




Случайную величину [image: image297.png]


естественно назвать числом успехов в последовательности [image: image298.png]


независимых испытаний Бернулли. Найдем распределение случайной величины [image: image299.png]


. Очевидно, что она может принимать значения [image: image300.png]


. Рассмотрим событие 

[image: image301.png]{ra=kl= {(9,,...,9,.) : ia‘- =k}.

=t




Заметим, что событие [image: image302.png]{va =k}



состоит из [image: image303.png]ck



элементарных исходов. Более того, каждый исход, входящий в событие [image: image304.png]{va =k}



имеет одну и ту же вероятность: [image: image305.png]wefr, =k} = P =p@1-p"*



Следовательно, 

[image: image306.png]Plon =k} =Clp*(1=p)" %, k=0,1,...,n.




Такое распределение называется биномиальным. Запишем его в виде таблицы: 

	[image: image307.png]



	[image: image308.png]



	[image: image309.png]



	[image: image310.png]



	[image: image311.png]



	[image: image312.png]



	[image: image313.png]




	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	[image: image314.png]a-p




	[image: image315.png]np(1 —p)"~*




	[image: image316.png]



	[image: image317.png]Crptt-p*




	[image: image318.png]



	[image: image319.png]





Пример 2.3   

Будем говорить, что случайная величина [image: image320.png]


 имеет пуассоновское распределение с параметром [image: image321.png]A>0



, если она принимает целые неотрицательные значения с следующими вероятностями: 

[image: image322.png]



2.3 Математическое ожидание 

Так как случайная величина [image: image323.png]


может принимать различные значения  [image: image324.png]£w)



, в зависимости от того, какой исход [image: image325.png]


 ``виртуального'' эксперимента ( [image: image326.png]


 1.3) будет разыгран, то с разных точек зрения удобно иметь числовую характеристику, имеющую смысл ``среднего значения'' случайной величины. 

Определение 2.3   Математическим ожиданием случайной величины [image: image327.png]


называется число 

[image: image328.png]=Y &w)Pw).

wea




Математическое ожидание существует в том и только в том случае, когда этот ряд сходится абсолютно. 

Лемма 2.1   Математическое ожидание может быть вычислено по формуле 

	[image: image329.png]E¢ =Y ape =) aP {6 =24}
T T




	(7)



Доказательство. Мы будем использовать следующий факт из курса математического анализа (см., например, [9, § 25, Теорема 1]). Пусть дан абсолютно сходящийся ряд. Тогда его члены можно произвольным образом переставлять и группировать, полученные в результате этого ряды будут сходиться к одному и тому же значению. 

	[image: image330.png]



	[image: image331.png]



	[image: image332.png]PE@P@ =Y Y wPE)=
=3

* wiE(w)=an




	 

	 
	[image: image333.png]



	[image: image334.png]Yo Y Pw=Y mPlw: (W) =)
¥

wiE(w)=an





	 



Пример 2.4   Случайная величина из Примера 2.1: 

[image: image335.png]



[image: image336.png]E€=1-p+0-(1-p)=p.




Пример 2.5   [image: image337.png]


-- число очков, выпавших на игральной кости. Распределение этой случайной величины: 

	[image: image338.png]



	1
	2
	3
	4
	5
	6

	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	 
	[image: image339.png]=




	[image: image340.png]=




	[image: image341.png]=




	[image: image342.png]=




	[image: image343.png]=




	[image: image344.png]=






[image: image345.png]1
EE= D km=g(L+2+-+6) =; =35.
s




Пример 2.6   

Пусть с.в. [image: image346.png]


 имеет пуассоновское распределение с параметром [image: image347.png]A>0



. Вычислим среднее случайной величины  [image: image348.png]E=(+m



. Так как [image: image349.png]


принимает значения [image: image350.png](1+k)~"



, [image: image351.png]


, с вероятностями [image: image352.png]P{I

k}



, то 

	[image: image353.png]1+0




	[image: image354.png]



	[image: image355.png]



	 

	 
	[image: image356.png]



	[image: image357.png]



	 



Упражнение 2.1   Найти математическое ожидание пуассоновской случайной величины [image: image358.png]


.

2.4 Общие свойства математического ожидания 

Предложение 2.1   Имеют место следующие свойства. 

1. Если случайная величина [image: image359.png]§=¢w)



постоянна, то есть, для некоторой константы  [image: image360.png]CeR



имеет место [image: image361.png]Plu: {w)=Ct=1



, то 

[image: image362.png]24




2. [image: image363.png]E(c€) = cE¢



для любого [image: image364.png]ceR



. 

3. Если [image: image365.png]Eé, ..., Ebn



существуют, то 

[image: image366.png]B+ + &) =Bl +--- + Ebn.




4. Если [image: image367.png]


и [image: image368.png]


существуют и [image: image369.png]£w) < nw)



для всех [image: image370.png]weN



, то 

[image: image371.png]



В частности, если [image: image372.png]


   [image: image373.png]£w)>0



, то математическое ожидание [image: image374.png]


неотрицательно при условии, что оно существует. 

Доказательство. 

Свойства 1) и 2) очевидны. Докажем 3). 

	[image: image375.png]EGi+--+6)




	[image: image376.png]



	[image: image377.png]D6+ + Ea(@)P) =
S




	 

	 
	[image: image378.png]



	[image: image379.png]Y a@PW) +-+ Y baw)Pw) =
=3 p=3




	 

	 
	[image: image380.png]



	[image: image381.png]Efi +--- +En.




	 



Докажем 4). Так как при каждом [image: image382.png]


имеет место [image: image383.png]£w) < nw)



, то 

[image: image384.png]Z £W)PE) < Y n(w)P).

wea




что влечет [image: image385.png]


. 

Замечание 2.2   

Свойства 2) и 3) называются свойствами линейности математического ожидания. Обратим внимание на то, что линейность имеет место всегда, без каких-либо дополнительных предположений (кроме предположения о существовании самих математических ожиданий). 

2.5 Дисперсия случайной величины 

Определение 2.4   Дисперсией случайной величины [image: image386.png]


 называется число 

[image: image387.png]D¢ & E(E - B




Очевидно, что дисперсия всегда неотрицательна. 

Замечание 2.3   Иногда для вычислений более удобна формула 

[image: image388.png]D¢ =E¢* - (EE)%.




Упражнение 2.2   Получить эту формулу. Указание: использовать свойства 1)-3) математического ожидания. 

Смысл дисперсии состоит в том, что она характеризует разброс значений случайной величины относительно ее среднего значения. Величина [image: image389.png]


называется средне-квадратичным отклонением значений случайной величины от ее среднего. 

Упражнение 2.3   Найти дисперсию бернуллиевской случайной величины. 

Упражнение 2.4   Найти дисперсию числа очков, выпавших при бросании игральной кости. 

Упражнение 2.5   Найти дисперсию пуассоновской случайной величины. 

2.6 Общие свойства дисперсии 

Предложение 2.2   Имеют место следующие свойства. 

1. Дисперсия не изменится, если к случайной величине прибавить константу: 

[image: image390.png]



В частности, если с.в. [image: image391.png]


 постоянна, то есть, [image: image392.png]nw)=C



, то [image: image393.png]


. 

2. [image: image394.png]D (c) = D¢



для любого [image: image395.png]ceR



. 

3. [image: image396.png]D(+---+&)=D& +---+DE..+2‘_§,_C°V(E‘-,E,-),




где [image: image397.png]Cov(-)



-- ковариация, определяемая по следующей формуле: 

[image: image398.png]Cov (6,n) * B¢ - EO)(n - En).




Замечание 2.4   Легко видеть, что [image: image399.png]Cov (6 =D¢



, и что ковариация линейна по каждому из своих аргументов: 

	[image: image400.png]Cov (eré +e2€2,m)




	[image: image401.png]



	[image: image402.png]e1Cov (£1,1) + e2Cov (é2,7),




	 

	[image: image403.png]Cov (€, e1m + conp)




	[image: image404.png]



	[image: image405.png]



	 



Упражнение 2.6   Доказать свойства 2) и 3) Предложения 2.2. При доказательстве свойства 3) воспользоваться Замечанием 2.4. 

Упражнение 2.7   Пользуясь свойствами математического ожидания, показать, что ковариацию можно вычислять по следующей формуле: 

[image: image406.png]Cov (€,7) = Eén — ECEn.




Замечание 2.5   

Особо отметим, что, в отличие от математического ожидания, дисперсия -- это нелинейная операция, как видно из свойств 2) и 3). Ее можно условно назвать квадратичной функцией по аналогии с квадратичными формами в линейной алгебре. 

2.7 Индикаторы событий 

Здесь мы рассмотрим простейшие случайные величины, тесно связанные с событиями. Они очень удобны при изучении произвольных случайных величин. 

Определение 2.5   Индикатором события [image: image407.png]


 называется случайная величина  [image: image408.png]Ia(w)



: 

[image: image409.png]



Другими словами, [image: image410.png]


, если происходит событие [image: image411.png]


, и [image: image412.png]


, если событие [image: image413.png]


не происходит. Таким образом, [image: image414.png]


является бернуллиевской случайной величиной (см. Пример 2.1). 

Замечание 2.6   

	[image: image415.png]El,




	[image: image416.png]



	[image: image417.png]1-P(Iaw) =1)+0-P(Ia(w) =0) =




	 

	 
	[image: image418.png]



	[image: image419.png]P(w € 4) =P(4),




	 

	[image: image420.png]DIa




	[image: image421.png]



	[image: image422.png]EL; - (EL1)” = P(4) - [P(A)F.




	 


См. также Пример 2.4 и Упражнение 2.3. 

Предложение 2.3 (Без доказательства.)   Пусть дана последовательность случайных величин [image: image423.png]


такая, что все математические ожидания [image: image424.png]E&



существуют и 

[image: image425.png]Z‘ E|&| < oo-




Тогда  

a) 

[image: image426.png]Plw: _;E‘f‘-(u)



абсолютно сходится [image: image427.png]


, 

б) 

существует математическое ожидание [image: image428.png]


, 

в) 

[image: image429.png]



Лемма 2.2   Пусть [image: image430.png]


-- последовательность несовместных событий: [image: image431.png]


. Рассмотрим случайную величину вида 

	[image: image432.png]€= wilp,-
0




	(8)



Предположим, что [image: image433.png]; lyeIP(Dr) < oo.



Тогда 

[image: image434.png]E6 = 3 uP(Dy)-
.




Доказательство. Данное утверждение есть следствие сформулированного выше Предложения. Действительно, обозначим [image: image435.png]


. Заметим, что [image: image436.png]E&. = yP(Dk)



. Легко проверить, что условия Предложения 2.3 выполнены. Следовательно, 

[image: image437.png]EE= Y Eéi
=




Замечание 2.7   

Обратим внимание на то, что в бесконечной сумме (8) при любом фиксированном [image: image438.png]


 только одно слагаемое отлично от нуля. Это вытекает из несовместности событий [image: image439.png]


. 

2.8 Независимость случайных величин 

Определим понятие независимости для дискретных случайных величин. 

Определение 2.6   Случайные величины [image: image440.png]


называются независимыми, если для всех [image: image441.png]1,520 ER




[image: image442.png]=ap} =P{& =21} -Plln =,





Другими словами, [image: image443.png]Vo1

Zn €R



набор [image: image444.png]{& =21} {&n = za}



есть набор независимых событий. 

Упражнение 2.8   Показать, что события [image: image445.png]


независимы тогда и только тогда, когда случайные величины [image: image446.png]Lass---

A



взаимно независимы. 

Предложение 2.4   Предположим, что 

1. [image: image447.png]


независимые случайные величины, 

2. существуют математические ожидания [image: image448.png]E&



. 

Тогда 

[image: image449.png]



Доказательство. Для простоты рассмотрим лишь случай [image: image450.png]


. Обозначим [image: image451.png]


, [image: image452.png]


. Пусть [image: image453.png]


и [image: image454.png]


имеют следующие распределения: 

	[image: image455.png]



	[image: image456.png]



	[image: image457.png]



	[image: image458.png]



	[image: image459.png]



	[image: image460.png]




	 
	[image: image461.png]2]




	[image: image462.png]



	[image: image463.png]



	[image: image464.png]Pr




	[image: image465.png]





	[image: image466.png]



	[image: image467.png]



	[image: image468.png]



	[image: image469.png]



	[image: image470.png]



	[image: image471.png]




	 
	[image: image472.png]



	[image: image473.png]



	[image: image474.png]



	[image: image475.png]



	[image: image476.png]





Обозначим 

	[image: image477.png]



	[image: image478.png]



	[image: image479.png]



	 

	[image: image480.png]



	[image: image481.png]



	[image: image482.png]{w: nw) =2}




	 



Имеют место представления 

	[image: image483.png]E=Y %Ly, 0= ula.
F *




	(9)



Заметим, что [image: image484.png]Iay-Ip,




. Следовательно, 

	[image: image485.png]e =3 zimladn, = Y w2nlan,-
ik ik




	(10)



Аналогично Замечанию 2.7, при любом фиксированном [image: image486.png]


в бесконечных суммах (9) содержится не более одного ненулевого слагаемого, так что с произведением рядов в (10) нет никаких проблем. 

Так как [image: image487.png](4Bi) N (AyBr) =@



, если [image: image488.png]


, то мы можем воспользоваться доказанной выше Леммой 2.2: 

[image: image489.png]n = 24
E > z;5P(A; B,
i (43 Br)-




Так как [image: image490.png]


и [image: image491.png]


независимы, то 

[image: image492.png]P(4;Bi) = P{€ = zj,n =} = P{€ = 2} - P{n =} = P(4;)P(By)-




Следовательно, 

[image: image493.png]Eén =) z;mP(4))P(Br) = 3 ;P(4;) - 3 #P(By) = E€En.
ik 7 *




Предложение доказано. [image: image494.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img98.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image495.png]



Следствие 2.1   Если [image: image496.png]


и [image: image497.png]


независимы, то 

[image: image498.png]Cov (£,m) =0.




Доказательство. 

Действительно, по предложению [image: image499.png]Eén =E£En



в силу независимости [image: image500.png]


и [image: image501.png]


. С другой стороны, [image: image502.png]Cov () = E¢n — E{En



(см. Упражнение 2.7). Отсюда утверждение следствия легко следует.[image: image503.png]


 

2.9 Некоррелированность случайных величин 

Определение 2.7   С.в. [image: image504.png]


и [image: image505.png]


называются некоррелированными, если 

[image: image506.png]Cov (£,m) =0.




Замечание 2.8   Соотношение между независимостью и некоррелированностью случайных величин можно записать в виде следущей диаграммы: 

	Независимость
	[image: image507.png]



	некоррелированность

	 
	   [image: image508.png]



	 


Прямая импликация была установлена нами в Следствии 2.1. Пример некоррелированных, но зависимых случайных величин будет приведен позже, в  [image: image509.png]


 4.4.

Таким образом, если ковариация отлична от нуля, то это свидетельствует о зависимости случайных величин. Для того, чтобы иметь количественный показатель того, насколько сильно зависят друг от друга случайные величины, часто используют коэффициент корреляции: 

[image: image510.png]_ _Covi&m)
ﬂ(f,v)—‘/b—f_m-




Оказывается, что всегда 

[image: image511.png]lp&ml <1.




Это можно доказать, применяя хорошо известное неравенство Коши-Буняковского (см. [1, Предложение 7.12]). 

Более того, из этого неравенства вытекает, что если [image: image512.png]lp&ml =1



, то случайные величины [image: image513.png]


и [image: image514.png]


линейно зависимы: 

[image: image515.png]Jep,e €ER, G+B>0: b +em=0.




Замечание 2.9   

Линейная зависимость случайных величин [image: image516.png]


и [image: image517.png]


или, что то же самое, их коллинеарность являются частным случаем их функциональной зависимости, то есть зависимости вида [image: image518.png]F(€@),nw) =0



, где [image: image519.png]


 -- некоторая (необязательно линейная) функция двух вещественных переменных. Из вышесказанного следует, что коэффициент корреляции хорошо отражает степень линейной зависимости между случайными величинами. Вместе с тем, позже мы покажем, что коэффициент корреляции может быть совершенно ``нечувствителен'' к функциональной зависимости (см. Замечание 4.2). 

Следствие 2.2   Если [image: image520.png]


независимы, то 

[image: image521.png]D(fi+---+6) =D& +---+ DG




Вытекает из п. 3) Предложения 2.2 и Следствия 2.1. 

Пример 2.7   Рассмотрим вероятностное пространство [image: image522.png](2,P)



, определенное формулами (2) и (3), соответствующее последовательности из [image: image523.png]


независимых испытаний Бернулли. Введем случайные величины: 

[image: image524.png]



Можно проверить, что [image: image525.png]


-- независимы и имеют бернуллиевское распределение 

[image: image526.png]{

1, ¢ BepORTHOCTHIO P,
0, ¢ eposTaoCTSIO 1 - p.




Число успехов в последовательности [image: image527.png]


независимых испытаний (см. Пример 2.2) можно записать в виде [image: image528.png]vn =61+ +bne



Тогда 

	[image: image529.png]



	[image: image530.png]



	[image: image531.png]Eéi +---+Efn =np,




	 

	[image: image532.png]Dy,




	[image: image533.png]



	[image: image534.png]D1+ + D& =npg.




	


2.10 Предельные теоремы для схемы Бернулли 

К настоящему моменту мы накопили значительное число точных результатов, относящихся к последовательности независимых испытаний Бернулли и связанному с ней биномиальному распределению. Мы знаем, что [image: image535.png]


, число успехов в последовательности из [image: image536.png]


независимых испытаний Бернулли, можно представить в виде 

	[image: image537.png]Vn =8+ +bn




	(11)



где [image: image538.png]


-- независимые одинаково распределенные бернуллиевские случайные величины. Мы знаем в явном виде распределение [image: image539.png]


, а именно, 

[image: image540.png]Pop (k) & Plvn = k} = CAp* (1 p)",




где [image: image541.png]


-- вероятность успеха в единичном испытании. 

Вместе с тем, во многих задачах приходится находить вероятности [image: image542.png]Pop (k)



при больших значениях [image: image543.png]


. Это может вызвать значительные вычислительные трудности ввиду громоздкости биномиальных коэффициентов [image: image544.png]ck



и необходимости возводить числа [image: image545.png]


и [image: image546.png](1-p)



в высокие степени. Ниже мы рассмотрим две важные предельные ситуации, когда биномиальное распределение может быть приближено другими распределениями. 

Пуассоновское приближение 

Верна предельная теорема Пуассона: Пусть [image: image547.png]


, [image: image548.png]p—0



таким образом, что [image: image549.png]np—a



, где [image: image550.png]a>0



-- заданное число. Тогда для любого фиксированного [image: image551.png]



[image: image552.png]P,

nop ()

L
e




Другими словами, в описанном предельном переходе биномиальные вероятности [image: image553.png]Pop (k)



аппроксимируются пуассоновским распределением. 

Доказательство. 

Для краткости будем считать, что [image: image554.png]


, [image: image555.png]p=a/n



. Тогда 

	[image: image556.png]Pra/n (k)




	[image: image557.png]



	[image: image558.png]



	 

	 
	[image: image559.png]



	[image: image560.png]A




	 

	 
	[image: image561.png]



	[image: image562.png]a* (
(1
_ay
) n=1)(n-k+l)
-1)
(n
k+D(
.5.)4

H
n
e




	 

	 
	[image: image563.png]



	[image: image564.png]



	 

	 
	[image: image565.png]



	[image: image566.png]



	 



поскольку выражение в квадратных скобках стремится к единице, если [image: image567.png]


фиксировано, а [image: image568.png]


. 

Замечание 2.10   

Формулировка теоремы Пуассона, которая приведена выше, ничего не говорит о скорости сходимости биномиального распределения к предельному пуассоновскому закону. Ответ на этот вопрос можно дать, воспользовавшись, например, теоремой из [14, гл. 3, § 12]. Из нее вытекает, что если [image: image569.png]


, то 

[image: image570.png]



где [image: image571.png]


-- пуассоновская с.в. с параметром [image: image572.png]a>0



, а верхняя грань взята по всем подмножествам целых неотрицательных чисел. 

Нормальное приближение 

Здесь мы рассмотрим случай, когда число испытаний в схеме Бернулли растет ( [image: image573.png]


), а вероятность успеха в единичном испытании [image: image574.png]


 остается фиксированной. Верна так называемая интегральная теорема Муавра-Лапласа. 

Интегральная теорема Муавра-Лапласа 1   Пусть [image: image575.png]


-- число успехов в последовательности из [image: image576.png]


независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха в единичном испытании [image: image577.png]


. Пусть [image: image578.png]—o<e<d< +o0



. При [image: image579.png]



	[image: image580.png]



	(12)



где [image: image581.png]


. 

Мы не приводим доказательства этого утверждения, желающие могут найти его, например, в [4] или [14]. Мы ограничимся рядом замечаний. 

Замечание 2.11   

Функция [image: image582.png]o(t)



, появившаяся в этой теореме, называется функцией распределения стандартного нормального закона. Для значений этой функции существуют подробные таблицы. Свойства функции [image: image583.png]o(t)



 мы будем подробно обсуждать в Главе 3. Пока же мы отметим, что она не зависит ни от каких параметров. Следовательно, предел в теореме Муавра-Лапласа является универсальным, так как он не зависит от параметра [image: image584.png]


, который имеется в допредельном выражении. На самом деле, эта теорема является частным случаем другой, еще более универсальной центральной предельной теоремы. Центральную предельную теорему мы будем обсуждать в  [image: image585.png]


 5.2. 

Замечание 2.12   

Чтобы понять смысл выражения 

	[image: image586.png]



	(13)



необходимо вспомнить, что [image: image587.png]


и [image: image588.png]Dy, =np(1-p)



(см. Пример 2.7). Таким образом, это выражение имеет вид [image: image589.png]


. Легко видеть, что [image: image590.png]


, а [image: image591.png]


. Преобразование (13) называется центрированием и нормированием случайной величины [image: image592.png]


. 

Замечание 2.13   

В предельном переходе `` [image: image593.png]


, [image: image594.png]


фиксировано'' каждая ``индивидуальная'' вероятность [image: image595.png]Pop (k)



стремится к нулю. Асимптотика этого стремления описывается так называемой локальной предельной теоремой, которая остается за рамками нашего курса, но может быть найдена в большинстве классических учебников (например, в [4] или [14]). Что же касается интегральной предельной теоремы Муавра-Лапласа, то можно сказать, что она описывает предельное поведение сумм большого числа таких малых вероятностей. Действительно, 

[image: image596.png]



таким образом, в последней сумме содержится много (порядка [image: image597.png]


) слагаемых. 

Замечание 2.14   

Скорость сходимости в (12) хорошо изучена. Имеет место так называемая оценка Берри-Эссеена: существует такое [image: image598.png]D>0



, что 

[image: image599.png]



Подробности можно найти в [14]. 

О применимости предельных теорем в схеме Бернулли 

Следует различать ситуации, когда к схеме Бернулли можно применить пуассоновскую, а когда нормальную аппроксимации. Из формулировок теорем Пуассона и Муавра-Лапласа, а также Замечаний 2.10 и 2.14 можно вывести следующие общие правила: 

· если [image: image600.png]


велико, а [image: image601.png]


не велико, следует пользоваться пуассоновским приближением; 

· если [image: image602.png]


велико и [image: image603.png]np(1 - p)



велико, то можно применять нормальное приближение. 

На практике в ситуации, когда [image: image604.png]


имеет порядок сотен, поступают следующим образом: если [image: image605.png]np < 10



, то применяют пуассоновское приближение; если же [image: image606.png]


имеет порядок нескольких десятков, то пользуются нормальной аппроксимацией.
2.11 Неравенства Чебышева 

Предложение 2.5 (Первое неравенство Чебышева)   Если [image: image607.png]


, то 

[image: image608.png]Pz




Доказательство. 

Замечая, что [image: image609.png]Ie2 (@) + Ifg<ep (@



, и пользуясь основными свойствами математического ожидания (Предложение 2.1), получим 

	[image: image610.png]



	[image: image611.png]



	[image: image612.png]Eélje>ey + Bl jecq 2




	 

	 
	[image: image613.png]



	[image: image614.png]Elfezq = P{€ 2}




	 



Предложение 2.6 (Второе неравенство Чебышева)   

[image: image615.png]Pl - E1l > & < 2L




Доказательство. Очевидно, что 

[image: image616.png]P{ln - En| > e} = P{(n - En) > €}.




Применим первое неравенство Чебышева: 

[image: image617.png]P{tn—En)? > 2} < EW=En? _ Dy
ST T




2.12 Закон больших чисел 

Без преувеличения можно сказать, что законы больших чисел являются одними из наиболее важных утверждений теории вероятностей. 

Предложение 2.7   Пусть [image: image618.png]


-- независимы и [image: image619.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img362.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image620.png]D&<C



. Тогда [image: image621.png]Ve>0




	[image: image622.png]



	(14)


Доказательство. 

Обозначим [image: image623.png]n=(+---+&)/n



. Тогда левая часть (14) запишется в виде [image: image624.png]P{ln—En| > ¢}



. Применяя второе неравенство Чебышева и Следствие 2.2, получим, что эта вероятность может быть оценена сверху следующим образом 

	[image: image625.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img368.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image626.png]




	 
	[image: image627.png]



	[image: image628.png]Dy _ D (& +--+&)/n) _
2





	 

	 
	[image: image629.png]



	[image: image630.png]D(é+---+&) _D&+---+D&
w2 nZe




	 

	 
	[image: image631.png]



	[image: image632.png]



	 



Последнее выражение, очевидно, стремится к нулю при [image: image633.png]


. 

Если все случайные величины [image: image634.png]


имеют одно и то же распределение, закон больших чисел обретает следующую форму. 

Следствие 2.3   Пусть [image: image635.png]


-- независимые одинаково распределенные с.в. с конечной дисперсией: [image: image636.png]Dg&i< oo



. Пусть [image: image637.png]


. Тогда [image: image638.png]Ve>0




[image: image639.png]



Выведем отсюда закон больших чисел для последовательности независимых испытаний Бернулли. Для этого вспомним, что число успехов [image: image640.png]


может быть представлено в виде суммы независимых одинаково распределенных случайных величин с бернуллиевским распределением (см. (11) и Пример 2.7). Непосредственно получаем следующее утверждение, которое известно как теорема Бернулли. 

Следствие 2.4   Пусть [image: image641.png]


-- число успехов в последовательности из [image: image642.png]


независимых испытаний Бернулли с вероятностью успеха в единичном испытании [image: image643.png]


. Тогда [image: image644.png]Ve>0




[image: image645.png]



Замечание 2.15   

Теорема Бернулли имеет важное методологическое значение. Оно связано с возможностью ``частотного определения'' вероятности, суть которого можно объяснить следующим образом. Допустим, нас интересует вероятность некоторого случайного события [image: image646.png]


, которое может произойти в результате проведения некоторого опыта. Предположим, что имеется принципиальная возможность воспроизводить неограниченное количество раз условия опыта. Если обозначить через [image: image647.png]


число появлений события [image: image648.png]


при [image: image649.png]


независимых повторениях опыта, то согласно теореме Бернулли имеет место устойчивость частот, а именно при больших значения [image: image650.png]vn/n



будут колебаться около некоторого числа, которое и есть [image: image651.png]P(4)



. Этот вопрос тесно примыкает к проблеме различных подходов к определению понятия вероятности и к проблеме границ применимости теории вероятностей. Тем, кто хочет подробнее познакомиться с этими проблемами, можно порекомендовать книгу [4], где содержится их исчерпывающее обсуждение, включающее историю вопроса. 

Сходимость по вероятности 

Утверждения этого параграфа становятся более элегантными, если ввести нижеследующее понятие. 

Определение 2.8   

Последовательность случайных величин [image: image652.png]Ly



сходится по вероятности к случайной величине [image: image653.png]


, если [image: image654.png]Ve>0




[image: image655.png]P{léa—€>et —0  (n— o).




Кратко это записывают следующим образом: [image: image656.png]


. 

Таким образом, утверждения Следствий 2.3 и 2.4 кратко записываются как [image: image657.png](@ ++&)nSa



и [image: image658.png]vafn 5 p



соответственно. 

Упражнение 2.9   

Пусть [image: image659.png]


, [image: image660.png]


и числовая последовательность [image: image661.png]


при [image: image662.png]


. Показать, что [image: image663.png]


и [image: image664.png]


. 

Еще одно очень легкое упражнение на понимание определения сходимости по вероятности: 

Упражнение 2.10   

Показать, что [image: image665.png]


тогда и только тогда, когда [image: image666.png]B



. 

Обсуждение законов больших чисел мы продолжим в  [image: image667.png]


 5.1. 

Глава 3

Общие случайные величины 

Дискретные вероятностные пространства, которые мы рассматривали до сих пор, обладают досадной ограничительной особенностью: случайные величины, определенные на них, могут принимать не более, чем счетное, число значений. Как с точки зрения развития теории, так и из потребностей практических приложений, часто бывает необходимо рассматривать случайные величины с непрерывными значениями. 

Построение теории, поставившей вероятность на строгий математический фундамент, и, в частности, позволившей строго изучать общие случайные величины, оказалось очень трудной научной проблемой. Эта задача была решена только в XX веке, и ее автором является выдающийся отечественный математик А.Н. Колмогоров. Предложенный им подход получил название аксиоматики теории вероятностей Колмогорова, и безусловно принят в современном научном мире [8]. Он привлекает аппарат математической науки, называемой теорией меры, для задания вероятностей, и интегрирование по Лебегу для вычисления математических ожиданий. Эти вопросы лежат вне рамок нашего курса, поэтому в следующем параграфе мы с целью общего ознакомления лишь коснемся вопросов, связанных с определением общего вероятностного пространства по Колмогорову. 

3.1 Общее определение вероятностного пространства 

В отличие от рассматривавшейся нами ранее дискретной ситуации, где вероятностным пространством была названа пара [image: image668.png](2,P)



, под общим вероятностным пространством согласно аксиоматике Колмогорова следует понимать тройку объектов [image: image669.png](2,7,P)



, смысл которых раскрывается следующими определениями. 

Определение 3.1   Вероятностным пространством называется тройка [image: image670.png](2,7,P)



, где 

	[image: image671.png]


-- произвольное множество (элементарных исходов),

	[image: image672.png]


-- [image: image673.png]


-алгебра подмножеств [image: image674.png]


(события),

	[image: image675.png]


-- вероятностная мера на [image: image676.png](2,7)



.


Определение 3.2   Система [image: image677.png]


подмножеств множества [image: image678.png]


называется [image: image679.png]


-алгеброй, если 

1) [image: image680.png]ReF



([image: image681.png]


 -- единица в [image: image682.png]


-алгебре) 

1а) [image: image683.png]oeF




2) Если [image: image684.png]


, то [image: image685.png]


(другими словами, [image: image686.png]


замкнуто относительно счетных объединений) 

2а) Если [image: image687.png]


, то [image: image688.png]


(другими словами, [image: image689.png]


замкнуто относительно счетных пересечений) 

3) Если [image: image690.png]ABEeF



, то [image: image691.png]A\BeF



. 

Замечание 3.1   Достаточно требовать лишь выполнения свойств 1), 2) и 3), т.к. свойства 1a) и 2a) следуют из них. 

Определение 3.3   Вероятностной мерой [image: image692.png]


называется отображение [image: image693.png]


, обладающее следующими свойствами: 

1. [image: image694.png]P(4)>0



, [image: image695.png]VAeF



, 

2. [image: image696.png]P@) =1



, 

3. Если [image: image697.png]


и [image: image698.png]


, то 

[image: image699.png]P(Ar -+ An+- P(A1) + -+ P(An) +--





В рамках такого подхода элементы [image: image700.png]


и только они трактуются как события. 

Замечание 3.2   Дискретное вероятностное пространство вкладывается в эту схему. В качестве [image: image701.png]


-алгебры событий [image: image702.png]


здесь выступает множество всевозможных подмножеств дискретного множества [image: image703.png]


. 

Замечание 3.3   Для более, чем счетных [image: image704.png]


, как правило, нельзя выбрать в качестве [image: image705.png]


-алгебры [image: image706.png]


множество всех подмножеств [image: image707.png]


и корректно задать на ней вероятностную меру. Это означает, что не каждое подмножество [image: image708.png]


есть событие. 

3.2 Случайные величины (общий случай) 

Определение 3.4   Случайной величиной [image: image709.png]§=¢w)



называется такое отображение 

[image: image710.png]: 2R,





что [image: image711.png]VzeR




[image: image712.png]{w: éw) <z} er.




Упражнение 3.1   Показать, что если [image: image713.png]§=¢w)



-- случайная величина, то [image: image714.png]Vz,a,be R




	[image: image715.png]{€>2}, {£<z}, {a<g<bd), {a<é<b}




	(15)



есть события. Указание: воспользоваться представлениями типа 

[image: image716.png]



и определением [image: image717.png]


-алгебры. 

Таким образом, идея такого определения случайной величины состоит в том, чтобы обеспечить тот факт, что множества вида (15) являются событиями. 

3.3 Функция распределения случайной величины 

В общем случае распределение случайных величин описывается в терминах функций распределений. 

Определение 3.5   Функцией распределения случайной величины [image: image718.png]


называется функция [image: image719.png]Fe:R-R



, определяемая следующим образом 

[image: image720.png]Fe(z) =P{w: {w) <z}




Приращения функции распределения имеют очень простой смысл: 

	[image: image721.png]Fe(b) - Fe(a) =P{( < B} -P{¢ <a} =P{a<{< b}




	(16)



Предложение 3.1   Имеют место следующие общие свойства функций распределения: 

1. [image: image722.png]0< Fe(z) <1, Ve



. 

2. [image: image723.png]Fe(z)



-- неубывающая функция: 

[image: image724.png]Fe(a1) < F(a2),



    если [image: image725.png]71 < Z2.




3. Пределы на бесконечности 

	[image: image726.png]Fe(-o0)




	[image: image727.png]



	[image: image728.png]Llm_Fe(z) =0,




	 

	[image: image729.png]Fe(+0)




	[image: image730.png]



	[image: image731.png]lim F
T—to0 g(z





	 


4. Функция [image: image732.png]Fe(z)



непрерывна справа в каждой точке: 

[image: image733.png]Fe(x+0) = _lim F(y) = F;(@)-




Мы не будем останавливаться на доказательстве этого предложения. Скажем лишь, что некоторые его пункты практически очевидны, другие несложно выводятся из определений  [image: image734.png]


 3.1. 

Упражнение 3.2   

Показать, что у функции распределения [image: image735.png]Fe(z)



в каждой точке существует предел слева, т.е. существует 

[image: image736.png]Fe(w-0) = lim Fi(z).




Упражнение 3.3   Показать, что множество точек разрыва функции [image: image737.png]Fe(z)



не более, чем счетно. (Точка разрыва: [image: image738.png]Fe(z) = Fe(z —0) >0



.) 

Пример 3.1   Простейший случай -- константа: [image: image739.png]


. В этом случае 

[image: image740.png]0, z<e,
F‘("‘)={ 1, z>e





 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img429.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image741.png]



Пример 3.2   

Дискретная случайная величина [image: image742.png]


-- число выпавших очков на игральной кости: 

[image: image743.png]



Пример 3.3   

Более общая дискретная случайная величина [image: image744.png]



	со значениями        
	[image: image745.png]



	[image: image746.png]



	[image: image747.png]



	[image: image748.png]



	[image: image749.png]



	[image: image750.png]



	[image: image751.png]


 ,
	    принимаемыми

	с вероятностями        
	[image: image752.png]2]




	,
	[image: image753.png]



	,
	[image: image754.png]Pr




	,
	[image: image755.png]



	    соответственно.


[image: image756.png]R





Замечание 3.4   Каков вероятностный смысл точки разрыва функции распределения ? Ответ на этот вопрос получится, если в (16) положить [image: image757.png]


, а [image: image758.png]


устремить к [image: image759.png]


 слева: 

[image: image760.png]P{w: §w) =z} = F(z) - Fe(z - 0)-




(Чтобы строго обосновать этот вывод, следует воспользоваться свойствами вероятностной меры из  [image: image761.png]


 3.1.) Таким образом, функция распределения имеет разрыв в точке [image: image762.png]


тогда и только тогда, когда [image: image763.png]Plw: {w) =2} >0



. Более того, величина скачка в точке разрыва совпадает с этой вероятностью. 

3.4 Непрерывные случайные величины 

Определение 3.6   Случайную величину назовем непрерывной, если ее функция распределения непрерывна. 

Легко видеть (см. Замечание 3.4), что случайная величина непрерывна тогда и только тогда, когда [image: image764.png]P{¢=2}=0



при всех [image: image765.png]


. 

Важный класс непрерывных случайных величин -- абсолютно непрерывные случайные величины. Это случайные величины, распределение которых имеет плотность. 

Определение 3.7   Случайная величина [image: image766.png]


называется абсолютно непрерывной, если существует функция [image: image767.png]p(z)



такая, что 

1. [image: image768.png]pe(x) 20



, 

2. [image: image769.png]7pg(z)dz=1



, 

3. [image: image770.png]VteR



имеет место равенство: [image: image771.png]H
[ @ as=r.




[image: image772.png]



Функция [image: image773.png]pe(2)



, обладающая вышеперечисленными свойствами, называется плотностью распределения случайной величины [image: image774.png]


. 

Следствие 3.1   Если [image: image775.png]


-- абсолютно непрерывная случайная величина, то 

[image: image776.png]5
[ @iy =5y - et =Pras g <)




Наглядный смысл плотности можно проиллюстрировать следующим рисунком. 

[image: image777.png]



Замечание 3.5   Если плотность [image: image778.png]pe(2)



непрерывна в точке [image: image779.png]


, то из Следствия 3.1 вытекает следующее представление: 

	[image: image780.png]P{z<¢<z+Ar}




	[image: image781.png]



	[image: image782.png]F(z + Az) - Fe(x) =




	 

	 
	[image: image783.png]



	[image: image784.png]pe(2)Az +0o(Az)  (Az —0).




	 


Следствие 3.2   Если [image: image785.png]


-- точка непрерывности функции [image: image786.png]pe(2)



, то 

[image: image787.png]Fi(z) = pe()-





Примеры абсолютно непрерывных распределений 

1) Равномерное распределение в отрезке [image: image788.png]



	[image: image789.png]



	[image: image790.png]L5

@9







2) Показательное распределение с параметром [image: image791.png]A>0





 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img455.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image792.png]



	[image: image793.png]0, z<0,

Pe(®) = rede. g0,





	[image: image794.png]





Показательное распределение называют также экспоненциальным. 

3) Нормальное (или гауссовское) распределение [image: image795.png]N(a,0?)



, [image: image796.png]G€R



, [image: image797.png]a>0



: 

[image: image798.png]pe(e) = ‘/,}” exp (—(’2%)2)





[image: image799.png]Ni15,08) 000

Nz




Стандартное нормальное распределение -- [image: image800.png]N(0,1)



: 

	[image: image801.png]pe(a) = ﬁaf‘/ﬂ.




	[image: image802.png]





Упражнение 3.4   Найти функцию распределения [image: image803.png]Fe(z)



и построить ее график для примеров 1) и 2). 

Упражнение 3.5   Проверить, что [image: image804.png]



Упражнение 3.6   Пусть [image: image805.png]


-- [image: image806.png]N(0,1)



. Показать, что [image: image807.png]


-- [image: image808.png]N(a,0?)



, если [image: image809.png]a>0



. 

Упражнение 3.7   Показать, что если [image: image810.png]


имеет нормальное распределение, а [image: image811.png]beceR



, [image: image812.png]


, то случайная величина [image: image813.png]Q=ba+e



также распределена нормально. 

3.5 Математическое ожидание и дисперсия абсолютно непрерывной случайной величины 

Определение 3.8   Математическим ожиданием случайной величины [image: image814.png]


 с плотностью [image: image815.png]pe(2)



назовем число 

	[image: image816.png]EE= 7 2pe(@) de.




	(17)



По определению математическое ожидание существует тогда и только тогда, когда интеграл сходится абсолютно. 

Формула (17) аналогична формуле (7) для дискретных случайных величин. 

Предложение 3.2 (Без доказательства.)   Пусть [image: image817.png]g: R R



-- некоторая функция. Имеет место формула 

[image: image818.png]€00 = [ speta) .




Математическое ожидание [image: image819.png]Eg(6)



существует тогда и только тогда, когда этот интеграл сходится абсолютно. 

В частности, [image: image820.png]T oneys
Ee =:£



Теперь понятно, как вычислять дисперсию [image: image821.png]D¢ =E¢? - (E¢)*



. 

Упражнение 3.8   Вычислить математическое ожидание и дисперсию равномерного и показательного распределений (см. определения в  [image: image822.png]


 3.4). 

Упражнение 3.9   Доказать, что для случайной величины [image: image823.png]


, распределенной по нормальному закону [image: image824.png]N(a,0?)



, 

[image: image825.png]E¢=a,





Указание: при доказательстве целесообразно вначале воспользоваться результатом Упражнения 3.6 и свести задачу к проверке того, что для случайной величины [image: image826.png]


 со стандартным нормальным распределением  [image: image827.png]N(0,1)




[image: image828.png]



При проверке этого факта удобно применить результат Упражнения 3.5. 

3.6 Понятие о квантилях распределений 

В этом параграфе мы будем предполагать, что строго возрастающая функция [image: image829.png]F(t)



есть функция распределения некоторой непрерывной случайной величины [image: image830.png]


. В дальнейшем [image: image831.png]


-- число между [image: image832.png]


и [image: image833.png]


. 

[image: image834.png]



Определение 3.9   Квантилью уровня [image: image835.png]


для распределения, порождаемого функцией [image: image836.png]F(t)



, называется число [image: image837.png]


, являющееся решением уравнения 

[image: image838.png]F(ks) = a.




Другими словами, [image: image839.png]ka =F~(a)



, где [image: image840.png]F1:(0,1) >R



-- функция, обратная к функции [image: image841.png]


. 

Из определения вытекает, что 

	[image: image842.png]P {ka; <€ < kaa} = a2 —as,




	(18)


где [image: image843.png]0<ar<ar <l



В частности, [image: image844.png]


монотонно растет по [image: image845.png]


. 

Замечание 3.6   

Квантили часто называют также процентными точками распределения. 

Предложение 3.3   

Предположим, что [image: image846.png]


-- абсолютно непрерывная случайная величина с четной плотностью [image: image847.png]p(z)



, то есть [image: image848.png]p(z) = p(-2)





 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img491.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image849.png]


. Тогда 

1. [image: image850.png]F(t) +F(-t) =1





 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img493.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image851.png]



2. [image: image852.png]




 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img495.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image853.png]Va € (0,1)



. 

Доказательство. 

Для определенности считаем, что [image: image854.png]


. Производя замену переменных в интеграле и пользуясь четностью плотности, получим цепочку равенств 

	[image: image855.png]F(-t)




	[image: image856.png]



	[image: image857.png]-+
Ples—0= [ so)dr=




	 

	 
	 
	[image: image858.png]


замена [image: image859.png]



	 

	 
	[image: image860.png]



	[image: image861.png]+eo +oo
[ (-2 ds = [ Py =




	 

	 
	[image: image862.png]



	[image: image863.png]P{{>t}=1-P{{<t}=1-F().




	 


Первая часть Предложения доказана, вторая вытекает из первой. 

[image: image864.png]



Если некоторая функция распределения [image: image865.png]F(t)



 удовлетворяет тождеству [image: image866.png]F(t) + F(-t)



, то соответствующее ей распределение называется симметричным. 

3.7 Нормальное распределение 

Функция распределения стандартного нормального закона  [image: image867.png]N(0,1)



, ввиду ее важности имеет специальное обозначение 

	[image: image868.png]H
o) \/127 f s,




	(19)


[image: image869.png]



Квантили этого распределения мы будем обозначать [image: image870.png]Ua



: [image: image871.png]B(ua) = a



. 

[image: image872.png]



Функция [image: image873.png]o(t)



не является элементарной, то есть, интеграл в (19) не может быть сведен к табличным и быть композицией элементарных функций. Для функции [image: image874.png]o(t)



составлены подробные таблицы, ее значения вычисляются многими прикладными компьютерными программами. В настоящей брошюре таблица значений функции [image: image875.png]o(t)



 приводится на стр. [image: image877.png]




. С их помощью, например, можно найти, что 



-
	[image: image878.png]®(3) ~0,99865 = uo90s65 ~ 3.




	(20)


По Предложению 3.3 имеем тождества 

	 
	[image: image879.png]



	 
	 

	 
	 
	[image: image880.png]Ul-a = —Ua-




	(21)


Если [image: image881.png]


имеет распределение [image: image882.png]N(a,0?)



, то [image: image883.png](T



-- стандартная нормальная случайная величина (см. по этому поводу Упражнения 3.6 и 3.7). Функция распределения [image: image884.png]


легко записывается через функцию [image: image885.png]o(t)



: 

[image: image886.png]Fr(aon () =@ ('%a) .




Из свойства (18) вытекает, что 

[image: image887.png]P{a+oug <{<a+0Up}=az—a.




Полагая [image: image888.png]a1 =¢/2



и [image: image889.png]az=1-¢/2



и учитывая (21), получим 

[image: image890.png]P{I¢—al Sour_op} =1-e.




В частности, приравнивая [image: image891.png]1-¢/2 =0,99865...



 , находим [image: image892.png]£ ~0,0027



и, вспоминая (20), приходим к так называемому правилу ``трех сигм'': 

	[image: image893.png]P{I¢ - al > 30} ~ 0,0027.




	(22)


Вероятность, которая стоит в правой части, пренебрежимо мала для многих практических применений. Поэтому правило ``трех сигм'' читают так: нормальная случайная величина уклоняется от своего среднего не более, чем на три корня из дисперсии. Как мы видим из (22), это правило ошибочно лишь в [image: image894.png]0,27%



случаев. 

Упражнение 3.10   

При помощи таблиц найти вероятности [image: image895.png]P{I¢~-al> o}



и [image: image896.png]P{I¢—al> 20}



. 

В заключение, приведем значения наиболее употребительных квантилей стандартного нормального закона2. 

	[image: image897.png]



	[image: image898.png]Ua




	[image: image899.png]



	[image: image900.png]Ua




	[image: image901.png]



	[image: image902.png]Ua
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Глава 4

Совместное распределение общих случайных величин 

Задачи, в которых участвует только одна случайная величина, крайне редки. Как правило, приходится одновременно рассматривать много случайных величин. Как мы увидим ниже, формализм для изучения распределений случайных векторов вполне аналогичен рассмотрению распределения одной (скалярной) случайной величины. 

4.1 Совместная функция распределения, плотность 

Как и раньше, наиболее универсальным инструментом являются функции распределения. 

Определение 4.1   Совместной функцией распределения случайных величин [image: image903.png]


, назовем функцию [image: image904.png]


, зависящую от [image: image905.png]


вещественных переменных, такую, что 

[image: image906.png]Fe..ea(@1,-520) =P{& < 21, . 6n <@}





Предложение 4.1 (Без доказательства)   . Перечислим некоторые свойства функций распределения нескольких случайных величин: 

1. [image: image907.png]o (@15---,20) <1




; 

2. Монотонность по каждой переменной, например, 

[image: image908.png]Fo.ea(@l), 22,0, 20) < Ry @, 32,1 22),

2 < 20;




3. Пределы на ``минус бесконечности'': если в совместной функции распределения зафиксировать все переменные, кроме одной, а оставшуюся переменную устремить к [image: image909.png]


, то предел равен нулю. Например, для фиксированных [image: image910.png]1,23, %n




[image: image911.png]



4. Пределы на ``плюс бесконечности''. Если все переменные устремить к [image: image912.png]+00



, в пределе получится единица: 

[image: image913.png]lim  F g (21,0, %n)

215 oo

Tu oo




Если зафиксируем все переменные, кроме одной, которую устремим к [image: image914.png]+00



, получим функцию распределения меньшего набора случайных величин. Например, 

[image: image915.png]1@, 8nm1) = Fega (21, -, Tno1, +00).





Упражнение 4.1   

Вывести из этого предложения, что 

[image: image916.png]lim  Fo.g,(@1,-..,20) =0.

215 00

T o0




Наиболее удобный для теории и очень важный для практических приложений случай -- это случай абсолютно непрерывных распределений. 

Определение 4.2   Распределение случайныx величин [image: image917.png]


называется абсолютно непрерывным, если существует функция [image: image918.png]Pes..&a (B4, -+, Tn)



такая, что 

1. [image: image919.png]Per..n (21,5 20) 2 0



, 

2. [image: image920.png]7 fpg,...e_(zn,...,zn)dn---dz,.=1



, 

3. [image: image921.png]Vo1

Zn €R




	[image: image922.png][ 7}1{,...5_(1/1 ..... o) -+ dgn = Py @15, 20)-




	(23)


Функция [image: image923.png]Pes..&a (B4, -+, Tn)



, обладающая вышеперечисленными свойствами, называется совместной плотностью распределения набора случайных величин [image: image924.png]


.

Следствие 4.1   

Если [image: image925.png]DeR"



-- некоторая область, то 

	[image: image926.png]PG 6 € DY = [ [ e caln )i




	(24)


Это очень полезная формула, она носит название формулы вероятности попадания в область. Она расширяет формулу (23), которая является ее частным случаем для областей вида 

[image: image927.png]D = (=00,1] X --- X (=00,25] C R™




Следствие 4.2   

В тех точках [image: image928.png](21;---,20) € R?



, в которых плотность [image: image929.png]Pes..&a (B4, -+, Tn)



непрерывна, верна формула 

[image: image930.png]=P (BT





Упражнение 4.2   Показать, что 

[image: image931.png]Pérobns (T15- -, Zn1) = f Pesoba (@1, Tn) AT




4.2 Математическое ожидание функции от случайных величин 

Следующее утверждение является аналогом Предложения 3.2. 

Предложение 4.2 (Без доказательства.)   Пусть [image: image932.png]g: R”"25R



-- некоторая функция, зависящая от [image: image933.png]


переменных. Тогда 

[image: image934.png]B0 = [+ [ aonmn) o o) d i




Математическое ожидание существует тогда и только тогда, когда интеграл сходится абсолютно. 

Из Предложения 4.2 вытекает, в частности, 

[image: image935.png]Bt = [ moa e (on .o ) s,




Теперь ясно, как вычислять ковариацию 

[image: image936.png]Cov (§1,62) = EGiéo — By - Efo-




Упражнение 4.3   Показать, что для абсолютно непрерывных случайных величин верны свойства линейности математического ожидания 

[image: image937.png]E(ciby +---+orls) = B+ + kBl




и верна формула для дисперсии суммы 

[image: image938.png]D (€ +--+6) =D& +---+D& +2 Cov(§,;)-

i<




4.3 Независимость случайных величин 

Следующее определение обобщает понятие независимости, данное в [image: image939.png]


 2.8, на случай произвольных случайных величин. 

Определение 4.3   Случайные величины [image: image940.png]


называются независимыми, если [image: image941.png]Ve, 2n




[image: image942.png]Fg..gu(@1,-00,2n) = Fau (21) -~





Следствие 4.3   Случайные величины [image: image943.png]


с абсолютно непрерывным распределением являются независимыми тогда и только тогда, когда 

[image: image944.png]Per...ea (@15, Zn) = Pes (21) - -~ Pea (€n)-




Упражнение 4.4   Доказать Следствие 4.3.

Предложение 4.3   Если [image: image945.png]


и [image: image946.png]


независимы, то для любой пары интервалов [image: image947.png]By = (a1,b1]



и [image: image948.png]Bz = (a2,b2]




[image: image949.png]P{¢ € Bi,& € Bo} = P{€ € B1} - P{£& € Ba}.




Доказательство. 

При доказательстве поочередно пользуемся Определениями 4.1, 4.3 и 3.5: 

	[image: image950.png]P{¢ € Bi,& € Bo} =





	 
	[image: image951.png]



	[image: image952.png]Plar <& <h,a <€ <bo} =




	 

	 
	[image: image953.png]



	[image: image954.png]P{& <bi,a2 <& <bo} - Pl <ana2 <2 <o} =




	 

	 
	[image: image955.png]



	[image: image956.png]P{& <bi,& <bo} —P{& < b1, <an} -




	 

	 
	 
	[image: image957.png]- (Pl <anb<b}-Pla<ane<a)) =




	 

	 
	[image: image958.png]



	[image: image959.png]



	 

	 
	[image: image960.png]



	[image: image961.png]Feu (1) Fa(b2) — Feu (1) Fia(a2) —




	 

	 
	 
	[image: image962.png]= Fey (1) Fea (ba) + Fyu (01) Fra (02)




	 

	 
	[image: image963.png]



	[image: image964.png]Fau (b)) (Fea (b2) = Fia(a2)) — Feu (@1) (Fa (b2) — Fia(@2)) =




	 

	 
	[image: image965.png]



	[image: image966.png](e (b1) - Fea (01)) (Fea (b2) — Fia(a2)) =




	 

	 
	[image: image967.png]



	[image: image968.png]P{é € B1}-P{& € B2}




	 


[image: image969.png]



Замечание 4.1   Такое же утверждение имеет место для любого конечного числа случайных величин 

[image: image970.png]P{(€By,....6n € Bi} =P{( € Bi}

P{¢. € Bn} VB,





Предложение 4.4   Если [image: image971.png]


-- независимые абсолютно непрерывные случайные величины, у которых существует математическое ожидание, то 

[image: image972.png]



Доказательство. 

Доказательство просто -- последовательно применяем Предложение 4.2, Следствие 4.3 и определение (17): 

	[image: image973.png]Eéi oo

2




	[image: image974.png]



	[image: image975.png]f---fzn---z,.pg,...g_(m,---,zu)dn---dz,.=




	 

	 
	[image: image976.png]



	[image: image977.png][ [ aeeampaton e on) dor e dea =




	 

	 
	[image: image978.png]



	[image: image979.png]f Zape (1) doy - fz,.pg_(z,.) don =




	 

	 
	[image: image980.png]



	[image: image981.png]Eé---

Eén-




	 


[image: image982.png]



Следствие 4.4   Если [image: image983.png]


-- независимы, то 

[image: image984.png]D(fi+---+6) =D& +---+ DG




Доказательство. Достаточно показать, что [image: image985.png]Cov (§,€;) =0



([image: image986.png]


). Это, в свою очередь, следует из Предложения 4.4. [image: image987.png]



4.4 О некоррелированных зависимых случайных величинах 

Здесь мы рассмотрим пример, показывающий, что некоррелированность и независимость не являются эквивалентными понятиями. Логически этот параграф продолжает обсуждение, начатое в  [image: image988.png]


 2.9. 

Рассмотрим случайную величину [image: image989.png]


, равномерно распределенную в [image: image990.png][=m,7]



, и случайные величины [image: image991.png]


и [image: image992.png]


. Покажем, что [image: image993.png]Cov (m1,m2) =0



, но случайные величины [image: image994.png]


и [image: image995.png]


зависимы. 

[image: image996.png]o,

1
Ed"

=/

0, Em

1
Ed"

S




[image: image997.png]Emm:/(eoczninz)%dz:i/sinkdz:&




Тем самым, [image: image998.png]Cov (m1,m2) =0



и некоррелированность установлена. 

Рассмотрим теперь интервалы [image: image999.png]


и [image: image1000.png]


и покажем, что 

[image: image1001.png]



Действительно, 

[image: image1002.png]p{nepil}=rlecb5-5o -5

m\a

alm




[image: image1003.png]Plmeh

1
2

1} =r{ecfos]o[5A]}




[image: image1004.png]mefog]me 3]} =rier=o




Так как [image: image1005.png]


, то [image: image1006.png]


и [image: image1007.png]


зависимы. 

Особо подчеркнем, что мы показали статистическую зависимость случайных величин [image: image1008.png]


и [image: image1009.png]


, ту зависимость, которая интересна с точки зрения теории вероятностей и опирается на Определение 4.3. 

Замечание 4.2   

Выше мы предъявили пример двух случайных величин, которые, очевидным образом, являются функционально зависимыми: 

[image: image1010.png](m@)* + m()*




но коэффициент корреляции которых равен нулю: [image: image1011.png]pn,m) =0



. Это резко контрастирует со случаем линейной зависимости между случайными величинами, которая имеет место тогда и только тогда, когда [image: image1012.png]lp&ml =1



(см.  [image: image1013.png]


 2.9). Таким образом, можно сказать, что коэффициент корреляции отражает степень линейной зависимости между случайными величинами. 

4.5 Формула свертки 

Многие важные случайные величины представляются в виде сумм независимых слагаемых. Нижеследующее утверждение устанавливает, как распределение суммы связано с распределениями слагаемых. 

Предложение 4.5   Пусть с.в. [image: image1014.png]


и [image: image1015.png]


абсолютно непрерывны с плотностями [image: image1016.png]pe: (<)



и [image: image1017.png]Pea(®)



и независимы. Тогда 

	[image: image1018.png]musal@ = [ ra0)rae -1 d.




	(25)


Доказательство. Пусть [image: image1019.png]Do ={(y1,v2): y1+y2 <3}



. 

	[image: image1020.png]Fate(2)




	[image: image1021.png]



	[image: image1022.png]P&+ <2} =P{(§,6&) € D:}





	 

	 
	[image: image1023.png]



	[image: image1024.png]J], et dnin= || j" e, P 0P dd =




	 

	 
	 
	[image: image1025.png]


замена [image: image1026.png]u=yityz, y=y1)




	 

	 
	[image: image1027.png]



	[image: image1028.png]



	 


Так как это равенство выполнено при всех [image: image1029.png]


, то из определения плотности распределения получаем формулу свертки (25). [image: image1030.png]



Замечание 4.3   Если [image: image1031.png]


и [image: image1032.png]


-- абсолютно интегрируемые функции на [image: image1033.png]


, то определена операция свертки функций [image: image1034.png]


и [image: image1035.png]


: 

[image: image1036.png]+o
0@ [ 10ue-n .




Таким образом, доказанное выше Предложение гласит, что если [image: image1037.png]


и [image: image1038.png]


независимые с.в., имеющие плотность, то 

[image: image1039.png]



Упражнение 4.5   Проверить свойства коммутативности и ассоциативности свертки: 

1. [image: image1040.png](F+9) (@) =(9+)(2),




2. [image: image1041.png](fr9)*h) (@) = (f*(g%h) (@)



. 

Замечание 4.4   Предложение может быть обобщено на случай произвольного числа независимых слагаемых: если [image: image1042.png]


-- независимые с.в., имеющие плотность, то 

[image: image1043.png]



[image: image1044.png]= [ [ raren =) e @ - ) dn o




Упражнение 4.6   

Пусть [image: image1045.png]


-- [image: image1046.png]N(0,1)



, [image: image1047.png]


-- [image: image1048.png]N(0,0%)



и случайные величины [image: image1049.png]


и [image: image1050.png]


независимы. Доказать, что [image: image1051.png]m+ne



-- [image: image1052.png]N(©0,1+0%)



. 

Упражнение 4.7   

Из Упражнений 3.6 и 4.6 вывести следующую теорему: сумма произвольного числа независимых нормальных случайных величин имеет нормальное распределение. Указание: сначала доказать это утверждение для двух случайных величин, затем -- по индукции.

4.6 Многомерное нормальное распределение 

Важнейшим примером совместного распределения нескольких случайных величин является многомерное нормальное распределение. Оно играет важную роль в теории вероятностей и часто возникает в различных статистических задачах. 

Определение 4.4   

Говорят, что набор случайных величин [image: image1053.png]£=(&,---




имеет многомерное нормальное распределение, если найдутся вещественный вектор [image: image1054.png]a=(a,---,an)



, невырожденная вещественная [image: image1055.png]nxn



-матрица [image: image1056.png]C = (ei)



и набор независимых стандартных нормальных случайных величин [image: image1057.png]


такие, что 

	[image: image1058.png]



	[image: image1059.png]



	[image: image1060.png]a1+ e+ -+ + Cintn,




	 

	 
	 
	[image: image1061.png]



	(26)

	[image: image1062.png]



	[image: image1063.png]



	[image: image1064.png]G+ Caifi + - + Canlin-




	 


Для многомерного нормального распределения часто употребляют синонимичное название многомерное гауссовское распределение. 

Соотношения (26) записываются более компактно, если воспользоваться матричной формой: [image: image1065.png]


. 

Предложение 4.6   

Справедливы следующие утверждения. 

1. С.в. [image: image1066.png]


 имеет нормальное распределения [image: image1067.png]N(ai;a?)



, где [image: image1068.png]


. 

2. [image: image1069.png]Cov(énta) = 3
K E‘ CijChj



. 

Доказательство. 

То, что [image: image1070.png]


имеет нормальный закон распределения, вытекает из Упражнения 4.7 и предположения о том, что [image: image1071.png]


независимые [image: image1072.png]N(0,1)



случайные величины. Используя линейность математического ожидания, находим, что [image: image1073.png]


. По Следствию 4.4 [image: image1074.png]


. Чтобы доказать второе утверждение, применим свойство билинейности ковариации (см. Замечание 2.4): 

	[image: image1075.png]Cov (&, &) =





	 
	[image: image1076.png]



	[image: image1077.png]Cov(@i+ 3 Comlhmi, @k + D Cimatma) =

=1 ma=1




	 

	 
	[image: image1078.png]



	[image: image1079.png]CW(Z Cim Ty Z Cimatima) = Z Z Cimy CimaCOV (my Thmy) =

=1 mamt =1 ma=1




	 

	 
	[image: image1080.png]



	[image: image1081.png]™=

Cims Ckmadmyma = D CijChj-
=





	 


Мы воспользовались тем, что [image: image1082.png]


в силу предположения о независимости набора [image: image1083.png]


. 

[image: image1084.png]



Рассмотрим [image: image1085.png]nxn



-матрицу [image: image1086.png]


, где [image: image1087.png]o7



-- матрица транспонированная к [image: image1088.png]


. Легко видеть, что такая матрица симметрична ( [image: image1089.png]


) и является невырожденной в силу невырожденности матрицы [image: image1090.png]


. Более того, из только что доказанного Предложения следует, что [image: image1091.png]= Cov (6, &)



. 

Упражнение 4.8   

Доказать, что матрица [image: image1092.png]


является строго положительной в следующем смысле: для любого ненулевого вещественного вектора [image: image1093.png]



[image: image1094.png]> bijzizy > 0.

=




Матрицу [image: image1095.png]


принято называть матрицей ковариаций, а вектор [image: image1096.png]a=(a,---,an)



-- вектором средних многомерного нормального распределения. Оказывается, что этих двух характеристик достаточно для того, чтобы полностью описать многомерное нормальное распределение. А именно, имеет место следующее утверждение. 

Предложение 4.7   

Плотность многомерного нормального распределения записывается в виде следующей формулы: 

[image: image1097.png]P01y eeey) = o o0 (3B - - ),

1
(@n) 18|




где [image: image1098.png]T = (21,---,2n)



, [image: image1099.png]a=(a,---,an)



-- вектор средних, [image: image1100.png]


-- матрица ковариаций, [image: image1101.png]


-- обратная ей матрица, [image: image1102.png]|B| = det B



, [image: image1103.png]


-- обычное евклидово скалярное произведение в  [image: image1104.png]


: 

[image: image1105.png](W) =Y wvi,  w=(u,-yun), v=(01,-00,00)
=




Замечание 4.5   

На чертеже приведены примеры двумерных нормальных плотностей. 

	[image: image1106.png]



	[image: image1107.png]




	[image: image1108.png]a=(55,5)



, [image: image1109.png]



	[image: image1110.png]a =(55,6)



, [image: image1111.png]





Замечание 4.6   

Если [image: image1112.png]


, то функция, выписанная в Предложении, принимает вид обычной нормальной плотности (см. стр. 


). 

Доказательство. 

Воспользуемся формулой вероятности попадания в область (Следствие 4.1) и сделаем замену переменных в интеграле: 

	[image: image1114.png][ re@riz




	[image: image1115.png]



	[image: image1116.png]P{¢e D}




	 

	 
	[image: image1117.png]



	[image: image1118.png]P{a+CneD}=P{neC'(D-a)}




	 

	 
	[image: image1119.png]



	[image: image1120.png]W)y

C-1(D—a)



замена [image: image1121.png]y=C"'(z-a)




	 

	 
	[image: image1122.png]



	[image: image1123.png][aic= - apic-ide.
)




	 


Поскольку это верно для любой области [image: image1124.png]DeR"



, то равны и подинтегральные функции 

	[image: image1125.png]Pe(2) = py(C ' (2 - @)IC7-




	(27)


Так как [image: image1126.png]


-- независимые [image: image1127.png]N(0,1)



случайные величины, то по Следствию 4.3 их совместная плотность записывается очень просто: 

[image: image1128.png]| SR S
m(v)—gme =Gy exx)( 2(v,v))-




Пользуясь хорошо известными фактами из курса линейной алгебры, преобразуем квадратичную форму 

[image: image1129.png]('~ “(z-a)) = ((CcC -a),(z-a)
a),c™!
(=
a) =
) (( )7
€3
),
)),




и заметим, что [image: image1130.png]detB = detC - det (CT) = (det C)*



, следовательно, [image: image1131.png]e =B/



. Подставляя это в (27), получаем утверждение Предложения. 

[image: image1132.png]



Из вида многомерной нормальной плотности видно, что в нем участвуют лишь параметры [image: image1133.png]


и [image: image1134.png]


. Поэтому этот закон распределения часто обозначают [image: image1135.png]N(a,B)



. 

Замечание 4.7   

Утверждение Предложения 4.7 можно считать эквивалентным определением многомерного нормального распределения. Если плотность имеет указанный вид с некоторой невырожденной положительной матрицей [image: image1136.png]


, то существуют такие [image: image1137.png]


, [image: image1138.png]


и [image: image1139.png]


, что справедливо представление (26). 

Сформулируем без доказательства одно важное предложение. 

Предложение 4.8   

Предположим, что вектор [image: image1140.png]£=(&,---




имеет многомерное нормальное распределение. Тогда любой набор его компонент [image: image1141.png]


имеет ([image: image1142.png]


-мерное) нормальное распределение. 

Упражнение 4.9   

Показать, что если какие-то из компонент нормального вектора некоррелированы, то они независимы. 

Упражнение 4.10   

Чему равны дисперсии компонент двумерного случайного вектора и коэффициент корреляции между ними для каждого из двух примеров Замечания 4.5 ? 

Замечание 4.8   

Иногда матрица [image: image1143.png]


, участвующая в соотношениях (26), имеет ранг меньший [image: image1144.png]


. В этом случае говорят, что [image: image1145.png]£=(&,---




имеет вырожденное многомерное нормальное распределение. У такого распределения плотность не существует. 

Глава 5

Предельные законы теории вероятностей 

В этой главе мы обсуждаем классические теоремы, имеющие универсальный характер -- закон больших чисел (ЗБЧ) и центральную предельную теорему (ЦПТ). Они имеют исключительное значение для математической статистики, к изложению которой мы приступаем в следующей главе. В  [image: image1146.png]


 5.3 в качестве иллюстрации применения ЗБЧ и ЦПТ мы обсуждаем одномерное случайное блуждание. 

5.1 Закон больших чисел 

В [image: image1147.png]


 2.12 произошло наше первое знакомство с законом больших чисел. Замечательно то, что утверждение закона больших чисел без изменений переносится со случая дискретных случайных величин на общий случай. 

Закон Больших Чисел 1   Пусть [image: image1148.png]


-- последовательность независимых с.в. и выполнено условие [image: image1149.png]D&<C





 INCLUDEPICTURE "http://teorver-online.narod.ru/images/img361.gif" \* MERGEFORMATINET [image: image1150.png]


. Тогда [image: image1151.png]Ve>0




[image: image1152.png]



Эту теорему называют еще законом больших чисел в форме Чебышева. 

Следствие 5.1   Пусть [image: image1153.png]


-- последовательность независимых одинаково распределенных с.в. с конечной дисперсией: [image: image1154.png]Dg&i< oo



. Обозначим [image: image1155.png]


. Тогда [image: image1156.png]Ve>0




[image: image1157.png]



или, более кратко, [image: image1158.png]


при [image: image1159.png]


. 

В действительности, это утверждение верно в более общей ситуации, а именно, предположение о существовании дисперсии не является необходимым. Имеет место так называемый закон больших чисел в форме Хинчина. 

Теорема Хинчина 1   

Пусть [image: image1160.png]


-- последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин, у которых существует математическое ожидание: [image: image1161.png]


. Тогда 

[image: image1162.png](n - ).





Доказательство этой теоремы можно найти в книге [4]. Там же можно ознакомиться с дальнейшими обобщениями ЗБЧ, в том числе, со знаменитым усиленным законом больших чисел, принадлежащим Колмогорову. Мы позволим себе привести небольшую цитату из этой книги, где идет речь о значении законов больших чисел: ``Через них именно теория соприкасается с практикой, именно в них заложен фундамент успехов применения теории вероятностей к различным проблемам естествознания и техники''3. 

5.2 Центральная предельная теорема 

Интегральная предельная теорема Муавра-Лапласа, которая обсуждалась в  [image: image1163.png]


 2.10, интересна тем, что она является частным случаем общей и универсальной центральной предельной теоремы. Основополагающий вклад в разработку этой тематики внесли выдающиеся отечественные математики: П.Л. Чебышев, А.А. Марков и А.М. Ляпунов. 

Мы приведем без доказательства вариант ЦПТ для независимых одинаково распределенных слагаемых. 

Центральная Предельная Теорема 1   Пусть [image: image1164.png]


-- последовательность независимых одинаково распределенных с.в. с конечной дисперсией. Обозначим [image: image1165.png]


и [image: image1166.png]D&=0">0



. Тогда [image: image1167.png]VzeR




[image: image1168.png]{fn + Ui‘-ffn

< z} —8@) (-,




где [image: image1169.png]B(z) = (2m) /2 [ e Py



-- функция распределения стандартного нормального закона.

Замечание 5.1   Обозначим [image: image1170.png]n =61+t



. Тогда [image: image1171.png]ES, =na



, [image: image1172.png]D S, =no®



. Следовательно, утверждение ЦПТ может быть записано в виде 

[image: image1173.png]P{S'\‘/l‘)i:f" < z} @) (n o).





Мы не приводим здесь доказательства центральной предельной теоремы, так как оно требует привлечения дополнительного математического аппарата, который в нашем дальнейшем изложении не потребуется. Доказательство ЦПТ можно найти во многих учебниках [4,12,14]. 

Как уже отмечалось выше, интегральную теорему Муавра-Лапласа для схемы Бернулли можно считать следствием ЦПТ. 

Замечание 5.2   

Существуют обобщения ЦПТ на случай независимых разнораспределенных слагаемых. При этом, на отдельные слагаемые [image: image1174.png]


накладываются условия, обеспечивающие их ``пренебрежимо малый'' вклад в сумму [image: image1175.png]Sn



 с ростом [image: image1176.png]


. Наиболее известными условиями такого рода являются условия Ляпунова и Линдеберга. 

ЦПТ имеет огромное значение для применений теории вероятностей в естествознании и технике. Ее действие проявляется там, где наблюдаемый процесс подвержен влиянию большого числа независимых случайных факторов, каждый из которых лишь ничтожно мало изменяет течение процесса. Наблюдатель, следящий за состоянием процесса в целом, наблюдает лишь суммарное действие этих факторов. Эта схема поясняет также исключительное место, которое нормальное распределение занимает среди другий вероятностных распределений. 

ЦПТ дает возможность аппроксимировать распределение сумм независимых с.в. нормальным распределением, чем часто пользуются на практике. В связи с этим, очень важным является вопрос о том, насколько быстро допредельное выражение в ЦПТ приближается к [image: image1177.png]o(z)



. Приведем формулировку теоремы Бэрри-Эссеена о скорости сходимости в ЦПТ4. Предположим, что выполнены условия ЦПТ для независимых одинаково распределенных с.в., и, кроме того, существует [image: image1178.png]Elal®



. Тогда справедлива оценка 

[image: image1179.png]



где [image: image1180.png]


-- некоторое число между [image: image1181.png](@m~



и [image: image1182.png]


 , не зависящее от распределения [image: image1183.png]


.

5.3 Одномерное случайное блуждание 

Рассмотрим последовательность независимых одинаково распределенных случайных величин [image: image1184.png]


с распределением 

[image: image1185.png]



Заметим, что [image: image1186.png]


, [image: image1187.png]


. 

Введем последовательность случайных величин 

[image: image1188.png]



Последовательность [image: image1189.png]{X4,t=0,1,



назовем случайным блужданием на множестве [image: image1190.png]


, выходящим из точки [image: image1191.png]


. Параметр [image: image1192.png]


интерпретируется как дискретное время, случайная величина [image: image1193.png]


-- как положение (координата) блуждающей частицы в момент времени [image: image1194.png]


. 

[image: image1195.png]



Наша цель -- дать качественное описание [image: image1196.png]


при больших [image: image1197.png]


. Рассмотрим на вещественной прямой интервалы вида [image: image1198.png](art, azt)



, где [image: image1199.png]a1 < az



. 

Предложение 5.1   Если [image: image1200.png]


, то 

[image: image1201.png]



Доказательство. Это утверждение следует из закона больших чисел. Предположим, что [image: image1202.png]


. Достаточно выбрать [image: image1203.png]€>0



таким, что [image: image1204.png],2p— 1+ €N (a1,82) =&



, и применить ЗБЧ. [image: image1205.png]



Следовательно, при больших [image: image1206.png]


распределение случайной величины [image: image1207.png]


, главным образом, сосредоточено в внутри сколь угодно ``узкого'' конуса 

[image: image1208.png]Ket) % (@p — 1)t — et, (2p— 1)t +€t).




Попытаемся более детально посмотреть на этот конус: рассмотрим интервалы вида 

[image: image1209.png]



[image: image1210.png]- z=(2p—1+e)t

2p — 1)+ bav/2

2p— 1)t

(@p— 1)+ b3

z=(p-1-ot

tole, b, ba)
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Можно показать, что при любых фиксированных [image: image1211.png]€>0



, [image: image1212.png]


и [image: image1213.png]


найдется такое [image: image1214.png]to = to(e; b1, ba)



, что при [image: image1215.png]t>to
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Предложение 5.2   При [image: image1217.png]
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Доказательство. Вытекает из центральной предельной теоремы.[image: image1219.png]
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